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Spektrum operatoru
Definice spektra operatoru

Neclt f:V -V je linearni operator a neth

AOC,vOV :f(v)=Av. (1)
Potomcislo A nazyvame vlastni hodnotou operatbeuvektor

v vlastnim vektorem tohoto operatoru. Soubor viastiiodnot
daného operatoru nazyvarsgektrem tohoto operatoru a zdiane
Spf.

Definice spektralniho polon&ru operatoru

Nech' Sp f ={A} je spektrum operatorti :V - V. Potomgislo

p(f)=max{|A]} (2)
nazyvame spektralnim pol@nem operatord.
Definice charakteristické matice operatoru

Neclt f:V - V je linearni operator. Potom matici
f,=(f -1AE) (3)
nazyvameCharakteristickou matici operatoru f .

Prvni véta spektra

Cislo A je vlastni hodnotou operatoriu:V — V praw tehdy, kdyz je
korenem polynomudetf,, nazyvanéhaharakteristickym
polynomem operatoruf.



Diikaz

Rovnici ( 1) zapiSeme jako

f(v)=v(JE), (4)
odkud jiz snadno plyne

v(f -4E)=0. (5)

Tato homogenni soustava ma netrivideseni pra¥ tehdy, je-li jeji
matice singularni, tj. prékdyz

detf, = C. (6)
Rovnici ( 6 ) nazyvameharakteristickou rovnici operatoru f.
Piiklad 1

Nalezi¢me celd@iselnou vlastni hodnotu matice

5
1], (7)

>
I
N O N
AN O

11

a ji odpovidajici vlastni vektory.
Re3eni

VyieSeni vlastniho problému matiBepredstavuje viasthvyieSeni
homogenni soustavy

f(v)=0, (8)

kde pro charakteristicky operatomaticeA plati



5 A 0 O 2-A 0 5
1/-10 A 0O|=| 0 2/ 1
11 0O 04 2 4 1% A

(9)
Homogenni soustava ma netriviatageni pra¥ tehdy, je-li jeji
matice singularni, tj. prékdyz

2-1 0 5
det(f)=| 0 24 1 |=
2 4 11~

=(2-1)"(11-2) - 4 2=2) - 1¢ 2 1) = C

(10)

Z této tzv. charakteristické rovnice operatbonkamzit plyne jedina
celatiselna vlastni hodnota matiée

Nalezeni vlastnich vektbrodpovidajicich tomuto prvku spekia
predstavuje tlohu nalezekér( f).

Vypocet jadra pro nasi konkrétni vlastni hodnotu vedenaticovou
rovnici

0 0 5)(v,) (0
0 0 1|v,|=| o0l (12)
2 4 9)\v,) (0

Rozepsanim této maticové rovnice do slozek oka&mnalezame
hledané jadro:

ker(f)={v,OR|(v,—2v,0}. (13)

Vlastni vektory, odpovidajici vlastni hodadgtll ), tedy tvéi
vektorovy prostor dimenze 1.



Priklad 2
Najoéme vSechny hodnoty realného paramejrpro rtz ma matice

3 1 3
A= 2 1 a (14)
-1 a 3

vlastni hodnotu 2.
Reseni
V tomto gipack uz budeme postupovat rychleji:

3 1 3 (A4 0O 34 1 3

f=A-AE=| 2 1 al|-|0 A 0]|= 2 A a |,
-1 a 3 O 0 A -1 a 31
(15)
3-1 1 3
det(f)=| 2 11 a |=
-1 a 3-/
=(3-1)°(1-1)-(3-2)a*+ 6a- { 3 A)-a+ §+1)= (
(16)
Pro A =2 dostavame
a’-5a+6=0 (17)
Cili
5+1 2
+1 .-
a1,2_T:._ (18)
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Druha véta spektra

Necht’ charakteristicka rovnice operatofuV — V ma vsechny

koreny jednonasobné. Potom existuje diagonalni matizeledem
k bazi prostor/ tvorené vlastnimi vektorf;

Diakaz

Jelikoz paet vlastnich vektdr odpovida stupni charakteristické
rovnice, tzn. Dimenzi prosto, stai nam dokazat jejich nezavislost:
Pokud

Z:uivi =0, (19)

kde v. jsou vlastni vektory operatoru

fof(v;)=Av, (20)
pak by
OnON: fofo-o f=f"(v)=A", (21)
neboli

fHLZMVij:ZM/\nVi =0, (22)

coz je vSak nekore¢ mnoho nezavislych rovnic pro neznamatl a
to je neéeSitelné.

11



Treti véta spektra

Nerealna vlastndisla a vektory realného maticového operatdrize
sdruzit do par

AV=Av o AV = Av. (23)
Diikaz

Obe rovnosti jsou navzajem komplexsdruzené a

AV=Av (24)
je ztejmy fakt.

Penrosova ¥éta

V ortogonalni maticA stupré 2nx 2n, zapsané pomoci bléla, b, c,
d, stupr nxn

a b
a2 ?) (25)

jsou spektra tzvGrammovych matic aa' add’ stejna a navic plati

|deta =| de]. (26)

Roger Penrose (1931)
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Dukaz

Z ortogonalityA plyne AAT =E coZ po rozepsani na bloky mimo jiné
znamena

cc'+dd' = E (27)
a z ekvivalentni rovnostA"A =E ziskame
a'a+c c=E (28)

Odtud jednoduchou upravou plyne, Ze matice

T - E_ T
aa C G (29)
dd" =E-cc',
jsou podobné, neliaiejme plati

-1

cTc:cchT(E) = ¢ ct, (30)
Cili
c'c~cc. (31)
Ozname pro jednoduchost

_ Al
a-ad (32)
d=dd",
potom
[(B:a=B4B. (33)

Odtud

13



deta:de(B‘lﬁB): deB? dei d&= dBf' Bt det
:de(B‘lEs) ded= d&f dét= det .

(34)
Proto rovigz
det(a - AE) = de(d - AE), (35)
COZ znamena, Ze spektra maticé jsou si skuténé rovna.
Druhacéast &ty se jiz dokazuje snadjn
detaldet’ = dett= deéi= detD def, (36)
odkud
detfa= defd, (37)
coz po odmocni dava dokazovanou rovnost ( 26 ).
Nilpotence
Definice nilpotence
Operatorf :V - V pro ktery
hON: f"=0 (38)

nazyvamenilpotentnim operatorem. Nejmensimun sphujicimu
rovnost ( 38 ¥ikamestupei operatoru f.

Prvni véta nilpotence

Necht f:V - V je nilpotentni operator stupm, dimenzemx m.
Potom

0i00,1,2,.. n :dimker( f)=i(m-h), (39)

14



kdeh je hodnost a
ket (f)={vOV|f (v)=0}. (40)
Diikaz

Dukaz plyne bezprostdre z definice nilpotence a z prvnéty
homogenni soustavy.

Disledek

ke’ (f)O ker(f)O---0 keP(f)= ket (f). (41)
Definice stupre vektoru

Nejmensiislo kKON sphujici rovnost

f¥(v)=A*v=0 (42)
nazyvamestupném vektoru v.

Druha véta nilpotence

Tvori-li spektrum operatord :V - V pouze nuly a je-li

ker'(f)=ker™(f), (43)
potom
ker"(f)=V. (44)
Diikaz
Je tedy

15



Rn"(f)=Rn™(f). (45)

To ale znamena, Ze zobrazeni

f:Rn"(f) > RA™(f)= RA(f) (46)

je izomorfni a tedy regularni ian" ( f ). Dale platirettzec implikacf
0A:A=0=>2"=0=Av, =0=f' (v, )=Av, =0= ket (f)=v, =
= Rn"(f)=0= h"(f)=0.

(47)
K dikazu implikace

def“(f): def”*l(f):> def*(f)z dinV - h‘( f): dinv (48)
stali jiz jen wdét, Zze

f"=0=f"=0 (49)

a Ze vlastni vektory nulové matice fvbazi prostor/. Vskutku, ffes
nulovy operator se kazdy prvek/zzobrazi na nulovy vektor, takze
plati (44 ).

Treti véta nilpotence

Je-li operatorf :V - V nilpotentni = jeho spektrum tvid pouze
nuly.

Dukaz
Je-lin stupé operatoru, potom plati:

f(v)=Av=f"(v)=0 = Av=0 = A"=0 = A=0. (50)

16



Definice vektorovéhoietézce operatoru

Necht f:V - V je nilpotentni operator stuph. Potomretézec
zobrazeni

V, >V, - -V, -0, (51)
kde Sipka odv, k v.,, znamena
f(v,)=vi., (52)

nazvemerektorovym retézcemdélky n operatord vzhledem
k vektoruv,. VSimreme si, Ze #ejmé n< k.

Ctvrta v éta nilpotence

V libovolném systému vektorovydetzchi nilpotentniho operator
jsou vSechny vektory line&mezavislé pravtehdy, jsou-li nezavislé
vSechny prvky jadra operatofu

Dukaz

Nezavislost vektdr z ker( f ) plyne z nezavislosti vech vekior

trivialne (viz prvni Wta linearni kombinace).r@dpokladejme naopak,
ze zmigné vektory z jadra jsou nezavislé, ale po jejichldni
ostatnimi ze€zenymi vektory dostanemeqei jen zavisly systém. To
znamena, zedeaka netrivialni kombinace vSech vekior.

D Ay, =o0. (53)

Protoze zejm¢ plati rovnost

fLZAivi J :Z/gf (v,), (54)
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musi byt nulova i §aka netrivialni linearni kombinace systému
vektorovychrettzchi zkracenych vynechanim prvniho vektoru

z kazdéhdetzce. Nasobnym opakovanim tohoto postupu, tj.
nasobnym zmenSovanimdto vektof, které Ize netrivialé
zkombinovat, dojdeme nakonec k 2ay, ze i ty posledni nenulové
vektory z kazdéhtetszce, tj. vektory naleZejici dier( f ), musi byt
linearreé nezavislé, coz jergjmy spor s fivodnim gedpokladem o
jejich zavislosti.

Pata Wwta nilpotence

Necht f:V - V je nilpotentni operator stuph. Potom existuji
vektory

V§. n
! !
f (vgk) ) f (v (4 ) vt vt

(55)
Dukaz

Najdeme wjakou baziker'( f ). Ke kazdému jejimu prvku; ursime
vektoru,, pro ktery

18



f(u)=v,. (56)

Vektory (v,,u,) pak tvai baziker’ ( f). Timto zgisobem
prodluzujemeettzce dokud nenajdeme bazi celého prostoru

ket (f)=V. (57)
Prvni véta Jordanova

Kazdy ¢tvercovy nilpotentni operat@x stupre k Ize psat ve tvaru
A=CJC™, (58)

kde matice] ma tzv. Jordaiwv blokovy tvar:

J, 0
0o J 0
J= 2 , 59
: 0 (59)
0O O J,
kde jednotlivé bloky maiji tvar typu
0100
0O 010
3 = . (60)
0O 0 01
0O 00O
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&

Marie Ennemond Camille Jordan (1838 — 1922)
Diikaz

Vyjadiime zobrazenk — Ax matici Wi¢i bazi sestrojené v patéw
nilpotence a napsané vipai

B:<fk‘1(v§")),... v f k‘1(v(2")),... K > (61)

Matice C ma tedy ve sloupcich stadnicerettzenych vektat, a to
tak, Zze posledni sloupec se zobrazi temlposledniho atd., az druhy
sloupec se zobrazi do prvniho a ten na nulovy veRiwni sloupec je
tedy vlastnim vektoremifslusejicim vlastni hodn®nula.

Neclt Cu je ngjaky vektor vzhledem k{wvodni bazi. PotonC™'Cu je
tyz vektor vzhledem k nové bazi, tj. v béezca. Ziejme plati

C™'Cu=u. (62)
Vektor ACu je zobrazenim vektorGQu (v pavodni bazi) pes
operatorA.

Ju je vektor jez je zobrazenim vektanypres operatod (obée
vyjadieno v baziettzci) aCJu je jeho vyjadeni v givodni bazi.
Odtud zejme

AC =CJ, (63)

coz je totéz, jako ( 58).
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Definice korenového podprostoru operatoru

Neclt’ A je element spektra operatofuV - V. Ozn&me

ker, () ={vov|(f - 1E) v=0}. (64)
Rikame, Zel jetaduk, jestlize plati

ker, (f)O kef(f)O---O kef ()= kef*(f). (65)

Podprostorker' ( f) nazyvame kienovym podprostorem operatdru
vzhledem Kislu A, a znaime streng ker, ( f).

Definice direktniho rozkladu vektoroveho prostoru

Neclt je dan vektorovy prostdr a jeho podprostorW,, W, ..., W.
Jestlize

k
OvOV:iv= ) w,, (66)

kde w, W, fikame, Ze podprostom tvori direktni rozklad prostoru
V, coz zapisujeme

V:|jV\|/. (67)

Definice korenového dophiku operatoru

Neclt’ A je element spektra operatofuV - V. Ozn&me

Rnj () ={(f - 4€)'v =0|vOv}. (68)
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Rikame, Zzed jeraduk, jestlize plati
R, (f)ORM(f)O--0RA(f)= R§*(F). (69)

PodprostoRn); ( f ) nazyvame kienovym dopikem operatort
vzhledem Kislu A, a zngime stréng Rn, (f).

Definice korenoveho defektu operatoru

Neclt ker, ( f) je katenovym podprostorem operatofuV - V.
Potomcislo

dimker, ( f) (70)
nazyvame kienovym defektem operatofa zngime

def, ( ). (71)
Druhd véta Jordanova

Nech’ je dan operatoff :V - V. Potom plati

f (ker,(f)) O ke (f); (72)
f(Rn,(f))ORn,(f)

Diikaz

Dle osmé ¥ty homomorfismu plati

h, (f)+def, (f)= dimv. (73)

Stai tedy dokazat, ze
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Neclt

0# vORnN,(f)

Potom

WOV :f;(u)=v.
Predpokladejme, ze zarave
vOker, (f).

Potom musi byt
fr(v)=f;*(u)=0.

To vSak neni mozne, nebo
R (1) = Ref (1)

takze by jiz platilo
Rn,(f)=0,

neboli

fi(u)=0=v,

coz je Zejmy spor s fivodnim gedpokladenwv # 0.
Zbyva oWfit invarianci vici f. Nechy nejprve

vOker, (f).

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)



Potom
f(v)Okery™(f)=ker(f)=f(v)O key(f). (83)

Protoze rejm¢

f(v)=f,(v)+Av, (84)
musi platit
f,(v)=f(v)=-Av=f,(v)Oker(f) (85)

viz druha ¥¢ta linearniho obalu. Ze stejnéhtvddu nyni polozime
v=Rn,(f). (86)
Zopakovanim celého postupusdime, Ze roviz

f,(v)ORn,(f), (87)
¢imz je dikaz hotov.

Treti véta Jordanova

Of :V - VA4 08 f) V=[] ke ( f)

f(ker,(f)) O keg(f), ) (88)
def, () =4},

kde[{A}| oznauje nasobnost viastni hodnoty operatortf.

Dukaz

Nejprve si vSimime, ze/, jiz nepati do spektra zizeneho operatoru
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f:Rn, (f) - Rn,(f). (89)
Kdyby totiz bylo

A0Sp(f):Rn (f) -~ Rn(f), (90)
potom by platilo

Rn, (f)=Rn, (f)0 key (f), (91)
Cc0Z neni mozne, nebo

ker, (f)#{0}. (92)

Zvolime si tedy tjaky dalSi prvek spektrd, a podle operatoru ( 89 )
rozlozime prostor

Rn, (f)=Rn, (f)O key (f), (93)
kde
Rn, (f)=(f-A4E)" Rn, (f). (94)

Dle druhé Jordanovy&ty jsme prav obdrzeli rozklad prostory:

V=ker, (f)Oker (f)O Rn (f). (95)

Ze stejného ivodu provedeme direktni rozklad prostdra, ( f) dle
operatoru

f:Rn, (f) - Rn, (f), (96)
¢imz obdrzime
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Rn, (f)=Rn, (f)0 key (f). (97)

Timto zpisobem postupujeme az do chvile, negevgadme vSechny
elementy spekira operatoiV tu chvili vSak jizRn, (f)={0}, kdej

jsme oznaili poc¢et navzajemiznych elemerit spektraf. Odtud jiz
snadno plynou vSechna dokazovana tvrzeni.

Disledek ¥eti véty Jordanovy

Neclt’ f:V - Vje libovolny operéator. Budiz

V =ker( f)ORn(f).
f(ker(f))O ke f) (98)
f(Rn(f))0 Rn(f).

Nectt systém(v,,...,v,) generujeker( f) a systémw,,...,w,)
generujeRn( f ). Nech’ J, je maticef :ker(f) - ker( f) aJ,
matice f :Rn(f) — Rn(f). Potom maticef :V - V ma vzhledem
k bazi(v,,...,v,,w,,... w,) blokovou matici

J 0 -« 0
J, O o J -~ O

J= = . S (99)
0o J Do
0 O Jy

kde jednotlive blokyd,, j=1,2,... N jsou tvaru
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Jj = DL :T S (100)

kde patetradiki =|{A}|. Kazdou maticA Ize potom vyjast pomoci

podobné maticd vySe uvedenych vlastnosti, kterou nazyvame
Jordanovym kanonickym tvarem matice A Plati tedy

A=CJC™. (101)

Matice C ma ve sloupcich vlastni vektory matisenebo vfadcich
rettzeneé vektory v p@di, jak to bylo popsano viklazu prvni ¥ty
Jordanovy.

Ctvrta v éta Jordanova

Neclt charakteristicky polynom matic® ma celkerm koreni véetns
nasobnych. PotoiA je podobna maticl v Jordano¥ kanonickém
tvaru, ktery utéime z kanonického tvaru charakteristické matice
AE — A nasledova:

Je-li

€,
61 (A)=(A=2)%(A=2,)"- (102)
€,

pak Jordanovy hiky prislusné vliastnimdislu A, maji roznéry
k =k, >---, Jordanovy biiky prislusné vlastnimgislu A, maji
rozmer |, =21, >---, atd., pokud &ktera z mocnin neni nulova.
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Dukaz

Mame dokazat, ze matideaJ jsou podobné praévtehdy, pokud
A - AE aJ-AE jsou ekvivalentni, tj. maji-li stejny kanonickyaiv
(stejné charakteristické polynorw(A)). MaticeJ ma pak stejné

charakteristické polynomg,, e,, ... , €, jakoA.
Neclt tedyA, J jsou podobné. Potodh=CAC™, AE=C(AE)C™.
Tedy

J-AE=C(A-JE)C™. (103)

Protoze kazda regularni maticegstavuje posloupnosidkovych
nebo sloupcovych operaci, Je- AE ekvivalentni sA - AE.
Obraces, necl A - AE a J - AE jsou ekvivalentni. Potom existuji
invertibilni maticeC(A) aD(A) tak, ze

J—AE:C(/])(A—AE)D(A) (104)
takové, ze

C(A)=(3-1E)C,(1)+C,,

D(A)=D,(A)(J-AE)+D (105)

kde Cy aDg nezaviseji nal.
Pouzitim ( 103 ), (104 ), ( 105 ), dostaneme

Co(A-2E)D,=[C(A)=(3 -AE)C(A)]|(A -AE)[D(A)-D,(A)(I -AE)]=

=C(A)(A-4E)D(A) - C()I)(A—/lE)Dl(/l)(J - JE) -

~(3-2E)C,(A)(A-4E)D(A)+ (3 - AE)C,(A)(A -E)D,(A)(J -4E) =

(J-2AE)-D™*(A)D,(A)(I-2E) - (I - AE)C,(A)C*(A)(I - AE) +

(J-2E)C,(A)(A - )IE)Dl()I)(J AE)=

(9-2E){E-[D™(A)D, (1) +C,(A)C(A) ~C,(A)(A - AE)D,(A)](3 - AE)}.
(106)

+
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Kdyby vyraz v hranaté zavorce byizny od nulové matice, byl by
cely posledni vyraz polynomem stu@palespad 2, coz ovsem neni
mozné, nebdC,(A - AE)D, je stupi 1. Vyraz v hranaté zavorce je

tudiz nulovy a plati

Co(A-JAE)D,=(J - JE). (107)

Porovnanim koeficiefitu mocnini® aA* dostaneme

C,AD, =1,

(108)
C,D,=E.
Tedy vskutku plati
C,'=Q,, (109)
odkud jiz
J=C,AC,". (110)

Disledekétvrté véty Jordanovy

Ctvrta wta Jordanova umdhije nalézt Jordav kanonicky tvar
maticeA, jestlize najdeme kanonicky tvKi(A) charakteristické
maticeA - AE. S pomociiteti Wty pak rovrez matici podobnostC,
pro niz plati ( 101).

1) Nejdrive upravimeA - AE elementarnimi Gpravami na

kanonicky tvaiK (A):
A-JE E)  (K(1) C(1)
( - ] [f)(/]) j (111)

pricemzK (1) =C(A)(A -2E)D (4).
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2) Kanonicky tvarK (A1) uréuje Jordanovu matidl. Jeji
charakteristickou maticiipvedeme elementarnimi Upravami na
kanonicky tvaiK (A):

(J _EAE Ej~...~{§8)) E(A)J. (112)

PlatiK (A1) =C(A)(A =)D (1).

3) Z predchozich dvou rovnic dostaneme

J-AE=C™*(A)C(A)(A-2E)D(A)D*(A). (113)
4) Polozme

C(A)=C™*(1)C(A), (114)
D(A)=D"(1)D(A),

a vydlme ole rovnice ( 114 ) maticli - AE. Dle dikazudtvrté
véty Jordanovy plati:

C(1)=(3-AE)C,(1)+C,, 115
D(1)=D,(1)(J - AE)+D,, (115)
neboli

J-AE=C,(A-JE)D,, (116)

v disledkucehoz plati (109 ) a ( 110).
5) K ziskani matic&, stati do C(A) dosadit maticl zaA zleva,

k ziskani matic®, pak dosadit maticl zaA v polynomuD(A)
zprava.
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Priklad:

Nalezréte Jordafv kanonicky tvard matice

A=|-4 4 0 (117)

a matici podobnostC, takovou, aby sgibvala rovnost ( 110 ).

Reseni:

Provedeme elementar@idkové a sloupcové operace na matici
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0

1

0

0

-4 4-)

0
0 A-4 1

2 A

0

0 -A2+ A- 4

A= 2

0

-1 0

4 A

0

0
(A-¥Y 41 -10

0A-2

1 0

-4 0
2 21 00 1

4-)

1

0O A-4 1 0

2-A

0 -(1-2)

A=2

1

0

0 (1-2° (1-2° 44 -1 0

(118)

Tedy kanonicky tvar maticfA - AE) je
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1 O 0 1 0 0 O
K(A)={0 A1-2 0 |=| -1 0 1(A-JE)| 1 0 A|=
0O 0 (/]_2)2 4-1 -1 0 0 -1 1
=C(A)(A-AE)B(A),
(119)
a Jordaiv kanonicky tvar matic@ je
2 00
J=|0 2 1|. (120)
0O 0 2

Pro nalezeni podobnostni matiCgnyni provedeme elementarni
radkoveé a sloupcové operace na matici
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0

1
1 00

2 A

1

2/

0O 04-21

0 —(2-4)°

0

0

2-1 1 0 0

0

0O 04-21

0 —(2-4)°

0

0

(1-2° 0 4-2 1

2-A

0

(121)

|

0
-1

0-1
0 O

1 0 2-A1

0 1
1 0 0(J-4E)
0 A-2 1

|

(-2

0
(4)(2 - A€)

(1)

[

10

(122)
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Srovnanim (122 ) a ( 119 ) sfteme, Ze

J-AE=C*(A)E(A)(A-AE)D(A)D (1) =C(A)(A - E)D(A).

(123)
Pritom
O 10
c*A)=| 1 0 0],
2-4 0 1
0O 1 0y 1 0 -1 0
C(A)= 1 0 0] -1 0 1= 1 0 (Q=(124)
2-4 0 1){l4-4 -1 0 6-2 -1
O 0 0 (-1 0 1
=A 0 0 O+ 1 O
-2 0 0 6 -1 0
K ziskani matice&, takove, ze
C(A)=(3-1E)C,(1)+C,, (125)
Stati do C(A) dosadit zal zleva maticiJ:
O 0 0 (-1 0 1 0 O -1 0
C,=J@1o 0 Oj+} 1 0O O=-2 00+ 1 0 0=
-2 0 0 6 -1 0 \-4 0 6 -1
-1 0 1
=1-1 0 0,
2 -1 0
0 -1 O

cl=l0 -2 -1].
1 -1 0
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(126)
Vypoctem se Ize snadndgs\dcit, Ze tyto matice vskutku sflji
rovnost ( 110).
Definice relativni baze vektorového prostoru

O nenulovych vektorech,, ... v, fekneme, Ze jsou nezavislécv
podprostoruV 0V, pokud

> Av,O0W =04 =0. (127)

Rekneme, Ze systéqv,,...,v, ) dokonce tvéi baziV vici W, pokud
navic

L({vy....v,} OW)=V. (128)

Pozorovani:

Absolutni nezavislost tedy znamena relativni nezastisibhledem
k trividinimu podprostoriv ={0} , absolutni baze pak relativni bazi

vic¢i tomuto podprostoru.
Definice invariantniho podprostoru operatoru

Invariantnim podprostorem operatofuV - V nazyvame
podprostolW [0V, pro ktery plati

f(W)Ow. (129)
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Pata wta Jordanova
Kazdy operator Ize ve vhodné bazi vyjatrojuhelnikovou matici,
Diikaz

Stasi sestrojit baziB =(v,,...,v,) takovou, aby line&rni obal kazdé
k-tice vektoti v, ...,v, byl invariantnim podprostorem. Mame-li
zadanytetzec invariantnich podprostor

v,ov,0---0V, =V, (130)

tj. mame-li zobrazenf :V - V takové, ze

f(v)OV (131)

a zn&i-li A jeho matici vi¢i postupré dopkhované bazi, ma tvar,

Vv némz se postupnzleva doprava snizuje nebo zachovava sloupec
nul, jimz je zakoten kazdy sloupec matide Jedna se tedy o horni
trojuhelnikovou matici, v niz jednotlivé elementpiti bloky

odpovidajici doglujicim prvkim bazeV. vici V._;, namistctisel. Je-li
specielr

dimV, = dimV/_, +1, (132)

jsou bloky trivialni.
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Hamilton — Cayleyova \&ta

Nech’ p je charakteristicky polynom matide Potom p(A) =0

"-
R -
[ ‘j | ]
"

)

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865) Arthur Cayley (1821 — 1895)
Dukaz

Vyjdeme z direktniho rozkladu

V:Dkegi. (133)
Vime, ze
p(A)=[](A-)". (134)

Necht ulV. PiSme

u=>v,, (135)
kde v, Oker, (A).

Jenomze

(A-AE)My, =0. (136)
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Odtud plyne

p(A)=[](A-2E)", (137)
takze
p(A)v, =0, (138)

a tedy roviz

p(A)u=0. (139)
ProtoZe tato rovnost plati pro kazdélV , musi byt vskutku
p(A)=0. (140)
Stochasticka matice

Definice stochastické matice

Stochastickou matici nazyvame matici s jednotkastomou prvk
v kazdém sloupci

Definice stacionarniho stavu stochastické matice

Je-li maticeA stochasticka, potom vlastni vektoprisluSejici jejimu
spektralnimu pologru p nazyvame stacionarnim stavem matice

Definice positivni matice

Positivni nazyvame kazdou matici, jejiz prvky js@echny
nezaporneé.
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Prvni véta Perron — Frobeniova

Nech A je positivni maticep jeji spektralni polorr. Potomp je
jednonasobna a kladna vlastni hodnota a pro limoeop@ateni
volbu kladného vektory plati

A™Xx = pAX = p™ov + pA", (141)

kde A je druhy nej¥tSi prvek spektra operatoA ¢ je konstanta
zavisla na volb x, v je vlastni vektor fislusejici spektralnimu
poloneru p.

v Al

Oskar Perron (10 —1975) Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917)

Dukaz

Dukaz stai provést pro fipad p(A) =1, neba’ vezmeme-li matici

B=p"(A)RA (142)
plati
p(B)=1. (143)

Av =v. (144)
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PiSme

V=V +Vv, (145)
kde
v =max{v Q. (146)

Vzhledem k positivi¢ maticeA jsou vektoryAv™, Av™ rovnéz
positivni.
Zavedeme-li nyni vektow predpisem

W = min[(Av*)i ,(Av‘”, (147)
pak vektory

Z"=Av" —w, (148)
zZ =Av —w,

jsou ot positivni. Pak ovSem plati

A(v++v'):2\N+z++z':Av+2Av‘. (149)
Proto
v=z'+7, (150)

protoze je ale kazda s@anice nulova vzdy alespa jednoho
z vektoi z*,z", musi byt dokonce.

(151)
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Protoze

2w =AvV' +Av  +VT +Vv 7, (152)
plati
A(v*+v‘):v++v‘+2W2(1+,0(A))(v++v‘), (153)

COZ je mozneé pouze Vv triviadlnintipact v =0, jinak by musela
existovat vlastni hodnota&tsi, nez 1. Existuje tedy jediny vektorovy
retzec fislusejici vliastni hodnétd =1. Navic se jedna tettzec
jednailenny, nebé kdyby

y:(A-E)y=v,(A-E)v=0=(A-E)y (154)
kde n= 2, platilo by rovréz

Ay =(A-E+E)"y =y +1v, (155)

coz vSak neni mozné, nabposloupnostA’y je omezen4, kdezto
posloupnosty +nv je prov # 0 neomezena.

Poznamka:

da se ukazat, ze je-li matigestochasticka, plati

o
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Diusledek prvni Wty Perron — Frobeniovy

Neclt’ p je spektralni polorr positivni maticeA. Potom plati
im(p™A)" =DIID, (157)

n-oo

kdeD, D" jsou vhodné positivni diagonalni matic&laje matice, jejiz
vSechny prvky tved jednicky. Dale plati

Zm:d; d' =1, (158)

kdem je tad maticeA. Vlastni vektor pislusny p(A) je tvaru
v=| & (159)

Je-liA symetricka, palb =D’, takze

_Zml(d?)z =1, (160)

=1

Je-li A stochasticka, pak

g =[Z d j , (161)
tzn.
A"limA"=d'DII. (162)

n-oo

Konein¢, pro symetrickou stochastickou matcidostavame rovnost
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go_ 1 _1

N Zin:ldii i \/a

(163)

Druha véta Perron — Frobeniova

Neclt A je stochasticka matice a néaxistuje diagonalni matic@
takova, ze maticAQ je symetricka. PotorfeSeni rovnice

Au =u

je tvaru

kdec je vhodna konstanta.
Diikaz

Je-liAQ symetrickd, pak
AQ =QA"

a rovrez

AAQ =AQA T =QA A T,
odkud obecé plyne

n

AnQ :Q(AT)

(164)

(165)

(166 )

(167)

(168)
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Proto je i maticeA"Q symetricka. Diky stochastiéiA plyne z prvni
véty Perron — Frobeniovy

imA" =PII, (169)

Nn— oo

kdeP je diagonalni s jednotkovou stopou. Diky syme&iQ navic
plati

lim A"Q =DTID. (170)

n- oo

Odtud, srovnanim ( 169 ) a ( 170) vidime, ze

D=Q=P, (171)
takze
U=AU - PMu=QMu(L1--,) =c@(1L- Y.  (172)

Exponenciela matice

Definice exponenciely matice

expA = (173)

Definice normy matice

Al=max|a. |t . 174
A= max{a, (174)
Definice metriky na prostoru étvercovych matic

d(AA")=[A -A". (175)
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Prvni véta o konvergenci

Je-litada

>Al
n=0

konvergentni, konvergujerada

v kazdém bo& matice a plati

S A< A
n=0 n=0

Dukaz

Je Zejmé, ze
An <Al

neboli

Sa YA
n=0 n=0

Dale
AL <AL= A

takze
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> A A (182)

:—ZA , (183)

n=0
Cili skutecné plati (178).

Druhé véta o konvergenci

kdek je fad maticeA.

A <k™an (184 )

Dukaz
Pron=12z(184) plyne

[Al=<]A] (185)
cemuz ueéii mnozi. Je-liaj prvkem maticeA", plati

k
<> |a
=1

Definice komutatoru

< YAJTKZJA[™ = KA (186)

ch g

Vyraz
[A;B]=AB -BA. (187)

nazyvame komutatorem matcaB. Specield, je-li AB =BA ,
fikhme, Ze maticé, B navzajem komutuji, coZ znamena, ze
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[A;B]=0. (188)
Definice antikomutéatoru

Vyraz

{A;B} =AB +BA . (189)

nazyvame antikomutatorem ma#icaB. Speciels, je-li AB = -BA
iikhme, ze maticd, B navzajem antikomutuji, coz znamena, ze

{A;B} =0. (190)
Prvni véta exponenciely

Pokud spolu maticA aB navzajem komutuji, pak

exp(A +B)=expA Oexp = exp U exp. (191)
Diikaz

Uzijeme substitucm= p- n. Potom

SELY Y AR

p=0 G p

LT e

p=0 p=0

expA [ex®B = i
n=0

PovSimréme si, ze posledni Uprava binomické formule je rdozn
pouze tehdy, kdyz spolu matiée B komutuiji.
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Pozorovani:

expA je vzdy regularni matici, pro kterou plati
(expA)™ = ex{-A). (193)

Zobecnréni:

Vzorec pro exponencielu sétu Ize modifikovat i pro fipad, zeA, B
navzajem nekomutuji, ale ®lomutuji se svym komutatoref#;B],

g.
[A[AB]]|=[[AB]B ] (194)
Potom plati:

expA [CexB = ex;éA +%[A B|+B j = exfA +B )0 e{p%[A B;]j.

(195)
Druha véta exponenciely

expA CexB Dexp-A) = exp exp B O eXpA ). (196 )

Diikaz
Z prvni Wty exponenciely vime, ze pokudi B komutuji, se svym
komutatorem, plati ( 195 ). Dosazenim z této roxzia danych
predpoklad plyne
expA CexB Oexp-A)OexpB)= edp O eBp=
=exp(A +B) bep{%[A B]] exp (A +B)0 ex@[A B;]) =
=exp[A B].

(197)
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Odtud

expA CexB Oexip-A) = exfp B |0 exp, (198)
coz lze pepsat jako

expA [C[ex{-A)= expA B|C (199)
a proto

exgA B]CexiB = exp exp BO expA))= erpd Bl exp ).
(200)
Poznamka:

Tento vztah uzivame k vyptu exponenciely matickl vyjadiené
jako

M =DBD ! (201)

s podobnou matid pokud mozno v Jordandwvaru. Potom tedy
plati:

expM = ex{DBD ) =D Oexp D . (202)
Diusledek
expA exB exf-A)=

:exp(B +%[A;B]+%[A IA B]]+§1![A ApB m+...]

(203)
Treti véta exponenciely

Necht’ Av = Av. Potom

(expA)v =(expl)v (204)
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Dukaz

(i?jv:iﬂv =e'v.

n=0 n=0

Ctvrtéa v éta exponenciely
Neclt

A =CDC™.

Pak

expA =C exp(DC‘l).

Dukaz
Z”:A“_Z“:(coc-l) D,
n=0 n! n=0 n' =0
Dusledek

e O --- O

O e --- 0 .
expA=C/. . . . |CT,

O O - e

kde maticeC ma ve sloupcich ssadnice vlastnich vektor
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Pata wta exponenciely

Jsou-li realn&€asti vlastnich hodnot matide kladne, potom plati:
A= Iexp(—tA)dt. (210)
0

Dukaz

Obe strany dokazované rovnosti vynasobime zleva mafic€imz
postupr dostaneme

0o 0o

-AA™ :j—A exp(—A )dt:.“% exf{~A )dt=] exf-A )] =

=0-E=-E.

(211)
Poznamka:

VySe uvedeny fedpoklad o vlastnich hodnotach zéjig
exponencialé rychlé ubyvani integrandu.

Prvni véta o vztahu tracku s determinantem

Neclt O(t) ozn&uje matici, jejiz vSechny prvky jsogjaké funkce
O(t) takové, ze

mﬁzo. (212)

Potom v limi€ t - O plati

detexf{tA) = ¥ tA +O(t). (213)
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Diikaz
Snadno ogtime, ze pro libovolnou mati@ plati
exp(tA) =E +tA +O (t). (214)

Dale si u¢édomime, ze neidentické permutadespeji k determinantu
polynomem, z &hoz Ize vytknout. Tento polynom po vytknuti
ozna&imeP a provedeme nasledujici Upravy:

de(E+tA +O (1))=Y (-9* l_l (82 +tar) + 0P (1)) =
n j=

:|‘l( dtal + O/ (1)) +tP=E+t0 &+O(1)

j:

(215)
Druha véta o vztahu tracku s determinantem
detexpA = exptA. (216)
Dikaz
Ozna&me
f (t) =detexqtA). (217)
Ziejme plati
df (t) i detexr{(t+h)A) - detexfiA) _
dt  n-o h
= detex(;tA)hlio.qeteXFﬁhA)_ L (218)
= detex()tA)hligr‘h [ﬁrA;— o = tA f (t)
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Jsme u cile, nelbaiferencialni rovnice

f'(t)=trAf(t) (219)
mareSeni

f (t) =clexptIrA, (220)
kde

c=f(0)=1 (221)

Treti véta o vztahu tracku s determinantem

> trA"

Indet(E-A)=> . (222)
n=1
Diikaz
Nejprve provedeme Tayliv rozvoj funkceln x:
2 3 n+1l
Inx:Inx0+(X %) _(x=%) +2(X X) et i x ¥ _
X, 2% 3% (n+1)! %™
(223)
Polozime-lix, =1, mame
x=0s (- M SOl
= (n+)nt = n+1

Provedeme substituéi — A =expB a z edchozi ¥ty ihned
dostavame rovnost

Indet(E-A) = IndetexB = InexpB= B. (225)
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A protoze

B=In(E-A),
plyne odtud
2 W(E-A+D)T e L tr(E-A+D)T
B = -1 = -1 =
tr trnzz(;( ) n+1 nzzc;( ) n+1
& tr(FA)T S AT AT
_nzz(;( ]) n+1 _nzz(:) n+1 _mo n

Gaussova ¥ta

Necht T* je operator translacekp tzn
(Tf ) =f .

Potom plati vztah

exp(th) = %Z; F (t)T",

kde posloupnost s&asow promennymi prvky F, (t) resi
diferencialni rovnici

F'(t) =AF(t)

pii pocateEni podmince

F.(0)=4,.
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Dukaz

ProtoZe Laplades operatorA komutuje s kaZd)’/rﬁA' “, vyplyva
z platnosti rovnice ( 230 ) vskutku

Se(18)= 3 (8 (1), T+ =A% R (1T (232)

d k0z

Logaritmus matice

Hledejme maticA takovou, Ze pro zadanou regularni madiglati
expA =B. (233)
Pomoci Taylorova rozvoje pro logaritmus, okaziskame rovnost

A:InB:i(—l)”ﬂ (234)

n+1

pro logaritms matic®.
Uvod do teorie dualnich prostoii
Definice dualniho prostoru

Dualnim prostorem k prostoMirozumime prostor vSech linearnich
forem, tj. linearnich zobrazenfifazujicich prvkm V prvek z ¢lesa,
nad kterym je prostov sestrojen.

Dudlni prostor budeme z&ianV'a rovreéz jeho prvky budeme psat
carkovare.

itani a nasobeni prvkem&dsa zde definujeme néjmzersjSim
zpiasobem:

(235)
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Poznamka:

Odpovidajici objekty dualu ozéigieme gedponou ,kontra“. Naopak,
pokud jsme jiZ pojmenovali objekty W&, pouzivame pro ozidani
odpovidajicich objektz V predponu ,ko". V této sekci budeme
pouzivat konvenci hornich a dolnich indegricemz horni index
udav&tisloradku, kdezto dolni indesislo sloupce.

V dualnim prostoru je pakijpozené pouzitfesre opany zapis oproti
prostoru fivodnimu. Budeme tedy z&ia v"' prvky dudlni baze k bazi
vjtak,ie

v'v. =4, (236)
Véta o dualni bazi

I-tou soutadnici vektorux vici bazi <ej> |ze interpretovat jako
hodnotui-tého prvku dualni baze (jakozto formy) v Bod tj.

X:Zvixi:mé:v” (x). (237)

Diikaz

(o) Tk =S ui=(Ew ) (Z -
:(Zij’j)v:v’v .

Véta o zméné dualni baze

(238)

Neclt C je matice pechodu od bazév,,...,v,) k bazi(w,,...,w,),
tj. plati

(W, .o W,y =(v,,...,v,)[C. (239)

Potom lze vztah mezi dualnimi bazemi vyjatbrmuli
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=c? | (240)

Dukaz

Definujme nasobeni'w jako w (w) a piSme

w't vt

(Wy,...,w,)=E=C™ i |(v,...,v,)C. (241)
w'" v'"
Poznamka:

Kdybychom psali jednotlivé prvky dualni baze vesidbe, stejhjako
v bazi pjivodni, potom maticefpchodu od béz(sv’l, ,v’”> k bazi

<w'1, ,w’”> je tzv. kontragradientni mati€™" k maticiC, tj. plati
<W'1, ,W'“> :<v’1,... ,v'”>m3‘”. (242)
Véta o reprezentaci

Ov'OV'OvOV: (OwOV: v(w) =[w,v]), (243)

kde vektorv tvori tzv. reprezentujici prvek.
Diikaz

Nech’

ker(v) ={w|v(w)=d (244)
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je nulovy proston/'. Nech’ dale

v Oker(V') (245)

(mimo jiné, ker” (V) je jednoroznarny). Vektorv Ize pak volit
takovy, aby

vi(w)=[w,v]. (246)
Forma
{w - [w,v]} (247)

ma proto stejny nulovy prostor jako. Navic ol formy nabyvaiji
stejnych hodnot i prg, takze musi byt totozné i na

V = L(v,ker(V)). (248)

Definice dualniho zobrazeni

M¢&jme linearni zobrazenf :V - W. Potom zobrazeni

fr:w' - Vi{w' - w'of} (249)
nazveme zobrazenim dualninf. Ixitom plati

(£ (w') ](v) =[w'Av] =[wAv], (250)

kdeA je matice zobrazetfivaci bazim(v,,...,v,,) resp.(w,,...,w,)
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Hlavni pozorovani

PiSeme-li sotadnice dualniho vektoru dadky, mame pro dualni
zobrazeni tutéZ maticiivi bézim<w’1, ,w’”> resp.<v'1, ,v’”‘>
jako pivodni zobrazeni, tj. plati

flow' - WA, (251)

Pokud bychom ovSem psali adnice do sloupce i v dualnim
prostoru, bude mit zobrazeni matici transponovanou:

frow'’ S ATw'T, (252)

Z toho divodu také&tasto hovéime o dualnim zobrazeni jako o
zobrazeni transponovaném.

Véta o reprezentaci komplexnihatisla matici

Mnozina komplexnickisel je izomorfni mnozimatic dimenze
2 x 2 tvaru

a+biH£a _b]. (253)
b a

Dukaz

Snadno o¥time, Ze se skutaé jedna o izomorfismus: netlsou
dana komplexndisla

=a+Dhi
Potom

60



(3 A0 B4 )

—(a+a)+(h+b)i=z+ 2,
ZLDZZH((Q J(bz az] [;1:22;2:21 _(qala?jtzq@az)jH

—(aa,-bb)+(ab+ ha)i=zz,
(255)

Definice konjungované matice

Neclt je dana komplexni matice. Nahradime-li vSechny jeji prvky
elementy k nim komplexnsdruzenymi, ziskdme tzv. konjungovanou
matici k maticiC.

Poznamka

Uvédomme si, ze vifipadt komplexni matice neznamena transpozice
pouhou zargnutadkovych a sloupcovych indé&jejich element, ale
souwasné utveeni komplexniho konjugatu matice vzniklé touto
zanenou index.

Priklad:

X1 TYu X T Yn
(xu Yl Xt ylzijT W x) Ly %y

Xo1 T Yol Xt Yol X2 ~Yi2 Xp2 T Yoo
Yo %X Yoo Xp

X1 Yu X1 Ya
Y Xy “ Y X — [)(11 =Yl Xy~ yzﬂj

X2 Yo X2 Yoo X2~ Yol Xop~ Yool )

Yo X “Yn X

(256)
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Definice antilinearniho zobrazeni

Neclt V je Hilbertiv prostor. Definujme zobrazeniv - V'
vztahem

[i(v)](w) =[u.v]. (257)
Toto zobrazeni, které, jak snadn@imne, sphuje nerovnosti

i(vatvo) =il )+ o),
(V) =4 ()

(258)

nazveme antilinearnim zobrazenim.

Definice hermitovsky sdruzeného zobrazeni

Charles Hermite (1822 — 1901)

Hermitovsky sdruzenym zobrazenim nazveme zobrazeni

fl= o f'o]. (259)
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Véta o hermitovsky sdruzeném zobrazeni

Kazdé Hermitovsky sdruZzené zobrazersiphiuje rovnost
[f(v)w]=[vf(w)] (260)

Hermitovsky sdruzené zobrazeni ma v téze bazi hevsky
sdruzenou matici

A"=AT. (261)

Neclt (v,,...,v,) je ortogondlni baz¥ a necli f”= | cf'oj je
hermistovsky sdruzeny operatorfkV - V, kdej(v) je antilinearni
zobrazeni. Nejprve dokdzeme ekvivalenci

fl=j e f o « [F(v)w]=[v,fow)]. (262)
Vskutku
(v Sw) =13 %)) Jo) =[G o ))]6 ). (263)

praw kdyz

jif'=1], (264 )
neboli

fl=jof'oj. (265)
Dale plati

FW))0) =it ) ¢))=F ¢ )w ] (266)
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Je-li

f(vi):Zquj,

fD(Vk):ZVj j’ (267)
potom

[F(v)vi]=D a[v, v ]=d [vov],

[vi,fm(vk)]=iﬁj v, J=Evv], o
neboli,

o =7 =dl, (269)

Cimz je dokéazana druhist tvrzeni.

Véta o determinantu komplexni matice

Nech' C ozna&uje matici typu2nx 2n, kterd vznikne z komplexni
maticeC dimenzenx n nahradou jejich elemansubmaticemi.
Potom

detC =|deC|". (270)
Diikaz

Provedeme substitu€i = expL , a diky izomorfnosti rizeme psat
C=expL . (271)
Nyni uz jen stéi dopaitat
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detexd = exptt = exp )0 e%ﬁ): detexp]é deLex)o:

=| detexp|2 .
(272)
Pozorovani:
Stoji za povsSimnuti, Ze plati rovnost
C"'=C". (273)

Véta o kanonickém izomorfismu hermitovskych operatoii
fr=f (274)

Dukaz

[f (u),v]:[u,fm(v)}:[f*(v)u]: [v;fm(u )]: [f T )y]

Véta o sowinu hermitovskych operatori
(fg)' =g f" (276)
Diikaz

[f(g(u).v]=[g(u).F(v)]=[u.g’(f(v)) ] (277)

Pri prvé Upra¢ nakladame jako s normalnim vektorem(si) a ve
druhé zase §7(v).

Definice

Operatorf nazveme
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a) Hermitovskym (samosdruzenym), pokéd= f ,

b) Antihermitovskym, pokud ff=—f = (fi) =(fi)
c) Unitarnim, pokud fr=f"
d) Normalnim, pokud ff~ = f"f

Prvé adjektivum fechazi v readlném prostoru na ,,symetricky”, druhé
na ,antisymetricky*, teti na ,ortogonalni*.

Exponenciela antihermitovského operéatoru
Exponenciela antihermitovského operatoru je unitarmperatorem

Diikaz
f7=—f = (expf) = ex{-f) =( exff))". (278)
Hlavni véta duality

Libovolnou maticiB 0C(mx n) Ize psat pravjednim zgisobem ve
tvaru

B=S+W, (279)
kdeS je rgjaka hermitovska &V néjaka antihermitovska matice.
Dukaz

Nejprve ukazeme existenci nejvysSe jednoho takow§jaxieni:

B =(S+ W) =S+ W=S- W,
B=S+W, (280)
B+B"=2S; B-B'=2wW,

odkud
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1 0\ . _1 0
S:E(B+B), W—E(B—B). (281)

Nyni ukdZzeme existenci alespgdnoho takového vyjdeni proB.

K tomu st&i owrit, ze pro ( 281) plati

B"=S+ W,
s=g (282)
W =-W":

S+ W:%(B+ BD)+%(B—BD): B,

SD:E(B+ BD)T%(EH 5) =2(8+(8) )= 3"+ 8)-

1

- E(B +BY) =S,
1 T 1 01 1

WD:[E(B —BD)} =§(B -B") :—Z(BD—B) = ——2(5 -B") =-w.
(283)

Uvod do teorie seqilinearnich a kvadratickych forem

Definice multilinearniho zobrazeni

Zobrazeni na kartézském sow vektorovych prostdr

F:V,xV,x...x\[ - C (284)

nazveme multilinearnim (linearnim v kazdé psmmé), pokud plati

a) F (v, +Vi vV, V)= F (v, v )+ F(VV L, V),
b) F(AVy,V,,...,V,) =AF(Vy,...,V,).

n
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Definice seqilinearni formy

V pripact n=2 hovaime o tzv. bilinearni forgh Tehdy je

v Y s

{(V,W')HW'(V)} VxV' - C. (286 )

I

Z véty o reprezentaci vime, Ze jakékoliv bilinearni mxeni 2V xV
|ze prenést nd/ xV vztahem

G(v,w)= F(v,j(w)). (287)

Potom je ale zobrazeni v druhé pgamé antilinearni a nikoliv
linearni, tj. plati

F (v, Av,)=AF(v,v,). (288)
Takoveéto zobrazeni nazveme seqilinearnim zobrazenim
S:VxV-C (289)
a jemu pisluSejici formu seqilinearni formou.

Pozorovani

~

Necht S= (sj ) je libovolna matice typunx n. Zobrazeni

SV X\ o C (290)

definované pedpisem

S(X,y)=ii§ Xy, (291)

izl j=1
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kdex=(x,..., %), Yy=(¥,..., y)OV" je seqilinearni formou na
VTxV",

Neclt (v,,...,v,) je ntjaka baze prostord". Pak existuji takové
vektory x,y OV", pro réz plati

n

X=)» VX,
y=> vy
j=1

Tehdy je

S(x,y) :Z S(vi XV, y) :Z X ﬁvi WV, )_jy, (293)

i

(292)

coz lze v maticovém tvaru vyjétjako
S(x,y)=xSy" =y"S X. (294)

VSimnéme si, Ze pro pewrzvolené vektoryx =x,,y =Yy, jsou
prostednictvim gedpisi

X S(X,Y,),

295
y > S(X0,Y), ( )

dany linearni formy n&'".
Vidime také, ze hodnota seqilinearni formy (olkiekazdé bilinearni
formy) je vlast® skalarnim sotinem

S(x,y) :[f (x),y] (296)

kde zobrazeriije dano vztahem
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f(x)=87x. (297)

Definice Diracova bracketu

Paul Adrien Maurice Dirac (1902 — 1984)

Z piredchoziho pozorovani plyne rovnost

(éTx)y:yTD(AST xT). (298)
Provedeme-li substituci

g=y"; x=x"; f(8)=S"x", (299)
muzeme tuto rovnost zapsat jako

[1()y]=9F () =(y] 1 (). (300)

Posledni ozngeni pochazi od samotného P. A. M. Diraca a hazgva s
Diraciv bracket (zavorka). Obeétee tedy skalarni s@in psat jako

[xy] =97 (%) =(y|%). (301)

VSimnéme si, obraceného fadi vektof (v bracketech komplexn
sdruzujeme vzdy levy vektor). Vekto(y/| nazyvame bra-vektory a
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jejich sowradnice zapisujeme dédku. Vektoryly) oznaujeme jako

ket-vektory a jejich sa@adnice, hermitovsky sdruzené oproti
odpovidajicim bra-vekt@dm, zapisujeme do sloupce.

Bra-vektory jsou prvky dualniho prostoru a exiseskalarniho
sowinu se ukazuje byt v jistém smyslu ekvivalentem nuosdi
rozumného vzajemnéhdifazeni vektak prostoru a jeho dualu.

Pro Diracovské brackety plati nasledufiiti rovnosti

1) (lu +w,) =(B|w,) +(8|w.) (302)
2) (Bl Ay) = A {¢|w) (303)
3) (w|g)=(glw) (304)
4) (w|yw)=0 (305)

Mezi ket-vektory a bra-vektory existuje jednojednané antilinearni
prifazeni

:2) 2 (@] (306)
Aln)+ Al o) @ ALy |+ Aoy .

Definice kvadratické formy

Restrikci

K :{VHS(V,V)}ZVaC (307)

nazveme kvadratickou formottiplusejici dané seqilinearni fo¥rs.
Matici K . =S nazyvame matici kvadraticke formy ( 307 ).
Kvadratickou formu nazveme

a) pozitivre definitni, jestlizeOv OC\{0} : K(v)
K

>0
b) negativi¢ definitni, jestlizelv OC\{0} : K(v) <0
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c) pozitivné semidefinitni, jestlize
OvOC\{0}:K(v)=z00OvOC:K(v)=0

d) negativré semidefinitni, jestlize
OvOC\{0}:K(v)=00vOC:K(v)=0

e) indefinitni, jestlizeCu,wOC:K(u) > 00K (w) <0

Rekonstrukéni véta

VySe uvedenou restrikci se neztraci zadna inforroggeodni
seqilinearni form S

Diikaz
Stati ndm dokéazat, ze plati rovnost

S(x,y) :%[ Ks(x+y) = Ks(x—y)+iK(x+iy) =iK {x=iy) .

(308)
Vskutku,

TR (xy) =K (x=y) +iK (x+iy) -iK {x-iy)]=
=3[ S0cry)* - Sy i y)* - i 9=
=2[s(xx)+ 25(xy)+ Sy )= $xx)+ 2 by)- @)+
+iS(x,x)—29(x,y) - iy.y) - i§xx)+ 2 $x y)+ iy y)|=

= % @s(x,y) = gx.y).
(309)
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Matice pirechodu seqilinearni formy

Neclt A resp.A’ je matici formySvzhledem k bazinv,, ..., v,),
resp.(V,,..., V). Nech’ matici fechodu odv, k v; je maticeC:

(Vysoor s vy ) = (V4. V) IT. (310)
Potom plati

A'=CTAC (311)
Diikaz

Matici A = a; Ize znazornit jako maticovy stin
A=| (v, - v,), (312)

kde sodinem prvki v,v, rozuml'meS(vivj ) = g . PiSme vztah mezi
bazemi roviz transponovah

—CT| (313)

(vi - v;)=C"| i (v, - v,)C. (314)
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Tedy vskutku plati ( 311 ), kde pruh vyjage antilinearitu v druhém
ciniteli.

Véta o reprezentaci seqilinearni formy

Pro hermitovskou kvadratickou forn¥; na Hilberto¥ prostoruH
existuje jednoznaé¢ urceny hermitovsky operatof :V - V takovy,
ze

=[f(v)w]=|vf(w)]. (315)
Dukaz

Neclt Sje libovolna seqilinearni forma. Reprezentujmeémi
formu

{VHS(V,W)}ZV—»C (316)
vektorem
w,:S(v,w)=[v,w,] OvOV. (317)

Potom linearni operator
f(w)=w, (318)

sphuje hledanou rovnost ( 315 ). Dokazali jsme tedgan¥jSi tvrzeni
a hermicituK¢ resp.S pottebujeme jen proto, aby bylo

[v,f (W)] =S(v,w)= S(W Y; [w f(w ] [f ] (319)
Definice signatury kvadratické formy

Nech’ ma kvadraticka formK ve vhodné bazi diagonalni matici, kde
n" je paset jejich kladnych diagonalnich privkn™ paset jejich

74



zapornych diagonalnich prérka n® poset nulovych prvk na hlavni
diagonale. Vektor

sz(n+,n‘,n°) (320)

nazyvame signaturou form. Snadno nahlédneme, Ze pokud plati:

a)s >00s0s = $=0, je forma pozitivi definitni
b) s,>005Us = g=0, je forma negativérdefinitni
Cc) s, =0, je forma pozitiveé semidefinitni

d) s =0, je forma negativisemidefinitni

e) s[5 >0, je forma indefinitni.

Véta o setrvanosti
Pro realné symetrické formy nezavisi signatuna voll& baze.

Dukaz

Mgjme dw bazeB=(v,,...,v,) a B=(¥,,...,¥,), v nichz ma dana
formaf diagonalni tvar dany matic :{d.i} aD :{ﬂii} .

Nech’ jsou prky obou bazi uspdany tak, aby platilo

d' = dy,

R (321)
d >d.

Neclt i, je posledni index, pro ktery @ > 0. Odvodime spor

s pedpokladem, zel° < 0.

Vskutku, kdybydjj < 0 pacinaje od jistého indexu, <i,, mohli
bychom provést nasledujici tvahu: podprostb(yl, ,vi0> a
L<vjo, ,\7n> musi mit z dvodu dimenze netrivialni pnik. Nech’

je jim na. vektor
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W:ivi/li :ivj,uj 2 0. (322)
i=1

i=io

Pak ale musi byt

j(W)=Z(/1‘)2di‘ >0Dj(w):Z(,uj )'d! <o, (323)

i j
coz je dozajista paradox.

Jacobi — Sylvestrova ¥ta

Ozna&me symbolem& matici formyK vici néjaké zvolené bazi
(e,...,e):

qj:K(q,q). (324)

Chceme-li tuto bazi ortogonalizovaidr K, tzn. Nalézt novou bazi

fi=) eq., (325)
i<k
tak, aby bylo
Oj <k :K(f,.f;), (326)
stati volit
detA
_ (k-2)
=, 327
o Geth, (327)

kde Ok =1,...,n: detA(k) # (je tzv.k-ty hlavni minor matice A, tj.

76



A, - 8y
det @ . . (328)

Ayt Gy

Carl Gustav Jc Jacobi (1804 — 1851) James Joseph Sylvester (1814 — 1897)
Diikaz

Podminku ( 326 ) Ize nahradit podminkou
Oj <k:K(f,.e;). (329)

Kalibraci bude vhodné volit jako

K(f.e)=1. (330)
Pak bude
Ckk:K(fk’fk)' (331)

Nalezenic, pro j <k predstavujgeseni soustavy rovnic typu
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J
. (332)
Oi=k: Y K(e,g)q =1,
j
tedy soustavy rovnic s rozéhou matici
&; v 8 0
S ¢ (333)
ay o Gy 1

Z Cramerovy ¥ty pak plyne dokazované tvrzeni.
Diusledek Jacobi — Sylvestrovy &ty

Nech ma matice kvadratické formdy vSechny hlavni minory
nenulové. Pak je signatura formy

s:(n—n‘,n‘,O), (334)

kde n™ je paiet znmen znameének v posloupnosti

detA = defA ) ,ded , ... ,dét . (335)

()

Speciel’, A je pozitivre definitni prae tehdy, jsou-li vSechny hlavni
minory kladné.

Spektralni a polarni rozklad operatoru
Prvni véta spektralniho rozkladu

Dva komutujici operatoryf ,g:V — V maji alespt jeden spoleny
vlastni vektor.
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Dukaz

Ozname ker, ( f) nulovy prostor(f — AE) odpovidajici sjakému
prvku spektrad :

ker, () ={v[f(v)=Av}. (336)

Jelikoz plati

v=ker,(f)=f(v)=Av :g(f (v)) =Ag(v)=>f (g(v)) =Ag(v),
(337)

je

g(ker, (f)) O keg (f). (338)

Pak ale existujedjaky vlastni vektor restrikce operatoru ke, ( f )

g:ker,(f) - ker(f), (339)

ktery je pra¥ onim hledanym netrivialnim spéleym vilastnim
vektorem obou operatir

Disledek prvni ty

Je-liv spol&nym vlastnim vektorem operatofa f -, pak islusné
vlastni hodnoty

—

(v)=Av,

_ 340
fo(v)=A', ( )
splhuji vztah

A=A, (341)
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Diikaz
A'[v,v] :[v,fm(v)] =[f(v)v |=[Avv]=A]v v]. (342)

Druha véta spektralniho rozkladu

O

Necht f (v) =Av. Ozn@me symbolenW ortogonaini doplék { v}
Potom plati

Fi(w)ow. (343)
Diukaz
DWDWZ[V,fD(W)]:[f (v),w]:o. (344)

Treti véta spektralniho rozkladu

Je-li f :V - V normalni operator, pak existuje ortogonalni baze
prostoruV tvorena vlastnimi vektory operatofu

Dukaz

Je-lif normalni, pak spolu operatory, f ~ navzajem komutuji.
Polozime-li f “= g, plyne dikaz z prvni ¥ty spektrainiho rozkladu.
Je-liv spol&nym vlastnim vektorerhaf , potom jsou operatory

f oW o W (345)

opct vzajemmé hermitovsky sdruzené a sangmg stale komutuiji.
Lze tudiz nalézt dalsi vlastni vektor spmigf af , tentokrat

V prostoruv.

V pripad kong&né dimenzé/, takto nalezneme kotieym paitem
kroka celou bazi¢imz je dikaz hotov.
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Schurova Wta

Kazdy operator Ize ve vhodné ortonormalni bazi difja
trojuhelnikovou matici. Tato trojuhelnikova matjeenavic pro gipad
normalniho operatoru diagonalni.

Issai Schur (1875 — 1941)
Diikaz

Dukaz plyne z patésty Jordanovy, pokud bazi odpovidajici
rostoucimu systému invariantnich podprostoereme ortonormailni.

Dusledek Schurovy ¥ty

Pro kazdou normalni matiéi existuje komplexni diagonalni matice
D a unitarni matic&J, pro které plati

A =UDU™*=UDU". (346)

Je-li navic matic@ unitarni resp. hermitovska, resp. antihermitovska,
jsou na diagonal® komplexni jednotky, resp. realdésla, resp. ryze
imaginarnicisla.

Rozklad operatoru do projektori

Pro kazdy normalni operatdr:V - V existuji ortogonalni projekce

p:V - V takové, ze
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PR =9 R,
kde

P :|‘//|><l/j| |’
Z p=E
Navic

f=>An=>Ju)A Wl

kde A jsou elementy spektfa

Dukaz

Vlastni vektory|¢;) tvoif ortonormalni bazi a tedy

Wlw) =4

Odtud plyne, ze

PP =l ) o ) | =q 1w )w |=9 p.

Dusledek

Rozklad do projektdr

f :Z/]ipi
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umoziuje definovat operatoF ( f ) pro jakoukoliv funkciF (1)
definovanou na spektrugdpisem

F(f)=) F(4)n. (353)

Definice neuréitosti

Definujme stedni hodnotu vetiny F ve stavuy/) normovaném jako

(W|p)=1 (354)
coby
(F), =[Fw.w]=(¢|Fly). (355)

Neuritosti velciny F nazyvame

AF:\/<(F—<F>)2>. (356)

Pozorovani:

VSimneme si, ZeAF =0 praw kdyZz |¢) je vlastnim vektorem
operétorule.

Heisenberdiv princip neur ¢itosti
Pro d¥ hermitovskeé vetiny F, G plati

AFAG Z%K[FGM (357)
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Dukaz

Zavedeme-li operatory

F =F-(F),
- (358)
G'=G-(G),
snadno nahlédneme, ze plati
[F:6]=[F6], (359)

diky bilinearit komutatoru a faktu, Z&sla (F), (G) komutuji se
vSim. Z Cauchyovy nerovnosti ihned plyne

~

AFAG 2 [ﬁ'ga,é'gy]—[é'w,pgy] =

Fodu]zlmFusy]-2
1

=5[(Fe-6F)u]=j[Feluv].

(360)
kde Im zn&ime imaginarnéast, v gedposledni Gpravjsme vyuzili
hermicituF aG a posledni Uprava vyplyva z rovnosti komutator
(359).

Definice cirkulantu

Neclt a,,a,,..., a, je ntjakaciselna posloupnost. Matici

8 & -+ g, g
T A (361)

a & - g &
nazyvame cirkulantem.
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Harrova v éta

Nectt V je vektorovy prostor funkci na gréig0,1) se skalarnim
sowinem, definovanym jako

jf(x)g(x) dx, (362)

generovany vsemi posuny o hodnoty

L i=01..n-1 (363)
n

n¢jakeé funkcey . Neclr dale
dimV =n. (364)

Pak existuje funkcew1V takova, ze jeji posuny o hodnoty ( 363 )
tvori ortogonalni bazy.

Alfréd Haar (1885 — 1933)
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Diikaz
NapiSme si matich vzajemnych skalarnich s@int jednotlivych

posuri funkce¢ . NaSim ukolem bude diagonalizovat kvadratickou

formu s uvedenou matici v nové bazi, invariantiii vSem posuéim
funkcey o hodnoty

oiz1 (365)

Snadno se Izerps\wdcit, ze maticeA je pozitivre definitni a
symetricky cirkulant. Zbyva tedy nalézt jiny cirlamtB takovy, aby
platilo

B"AB =E. (366)
Pozadujeme-li dokond® hermitovskou, pak ji @ime z rovnosti
B=A"? (367)
coz je problém, kteryesi teti Wta spektralniho rozkladu.

Véta o polarnim rozkladu operatoru

Regularni komplexni mati@ Ize zapsat v kterémkoliv
z nasledujicichrt tvan:

A =CV =UB =UDV’', (368)

kde maticeU,U’,V,V' jsou unitarni (analogie komplexnich jednotek

€”), maticeB,C jsou pozitivié definitni a hermitovské, matid2 je
pozitivni, diagonalni a hermitovsk4, tzn. realnaldplati

AA=B2=V'D¥",
AA"=C?=UDN", (369)
U =uv'".
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Dukaz

Pro dikaz st&i prodiskutovat spektralni rozklad matiéeA , ktera je
nutrg hermitovska a pozitivhdefinitni. PiSme tedy

A"A =V'FV', (370)
kdeF je diagonalni realna pozitivni matice&ena jednozna¢ az na
permutaci vlastnich hodnot, ktera je JordanovymetvematiceA A .
Polozme proto

F=D (371)
Ziejnme je pak matice

B=V'DV' (372)
pozitivre definitni, hermitovska a

B°=A"A. (373)
PoloZzime je&t

U=AB™. (374)
MaticeU je unitarni, neb

BUUB=A"A =B?2=U'U =E. (375)
ProU' =UV'" také plati

A=UB=UV'DV'=UDV". (376)
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Golden — Thompsonova nerovnost
Pro libovolné dva hermitovské operatdyB, plati nerovnost

TrexpA +B)< TrexpA exp . (377)

Colin J. Thompson Sidney Golden

Diakaz

RozepiSeme levou i pravou stranu jako

ZTr(A +B)"

n!
ZTrA"B' (378)
Kl

Vidime, Ze stéi dokazat nerovnosti typu

Tr(ABAB"..)<Tr(AA"..BB"..)), (379)

kde ¢arkami rozliSujeme &akéeé mocniny matic. #édpokladejme, zA
a B jsou hermitovské maticeRje jiz dokonce diagonalni. To smime
dle teti Wty spektralniho rozkladu a diky cy#tiosti stopy.
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RozepiSeme-li nyni stopy zmémych maticovych satinu v ( 379 ),
pak ze zndmé nerovnosti mezi aritmetickym a geaokein
prameérem

x”ly”zz%s%xw% y+% Z, m popto (380)

plyne nerovnost ( 379 ). NapiSme si to podigiomapt. pro

A:A':A":...,

(381)
Br — Dnl;Bn — Dnz;Bm — Dn3.

Dostaneme

Zaﬁj (dj )nl g(d)" &(d)" S%TFAD”AZ +%TrAZD A +_ET,A b=
i k

= TAD".
(382)

Zaklady tenzorové algebry

Definice tenzorového prostoru

Tenzorovym prostorem nazyvame tzv. tenzorovytsod LW
vektorovych prostdrV, W, tj. prostor vSech bilinearnich forem na
kartézském saiinu V' xW' dualnich prostai.

Definice tenzoru

Prvky prostorv W nazyvame tenzory a zapisujeme je ve tvaru

=3 (v, Oow, )t (383)
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kde v; lw; je nove oznéeni pro prvel«(vi ,Wj) kartézského sa@inu
bazi prostal V aW, nazyvany dyadickym séinem vektod v;,w,,
ktery je prvkem baz¥ OW.

Pozorovani

Nech’

! | (384)
WDZWj,u’
j
potom
T=Ti=vw EVDW:Z(ViDWj)/]i,Uj. (385)
i

Asociativita tenzorového sodinu

Tenzorovy sodin vice nez dvou prostdrnag. U, V, W) Ize
zkonstruovat jako s@in (U OV)OW, neboU O (V OW). Obs dwe

definice vedou k izomorfnim proston, o kterézto vlastnosti
hovaiime jeko o asociatiittenzorového satnu.
Prvky tenzorového s¢inu U OV [I--- [0 Z zapisujeme jako

s

T=T"=uv..2=ulv0--0z= Y (y0v,0--0z)F",
[ 4
(386)
Tenzor Ize tedy chapat jako tabulkisel indexovanoudkolika
indexy, avSak davajici informaci pouze ve zvolenlyéhich
Vv prostorectU, V, ... ,Z. Se zndnou baze se #émi i tabulka slozek
tenzoru.

90



Komutativita a distributivita tenzorového souéinu

Definice jest tedy takova, ze

dim(V OW) = dimVHimw, (387)
zatimco
dim(V xW) =dimV+ dimW= dim( VO W. (388)

ProstorV OOW je izomorfni prostorW [V, o kterézto skutaosti
hovarime, jako o komutativittenzorového saiinu.
Muzeme roviz konstruovat izomorfismy mezi prostory

uo(vOw)=(uDov)o(uow), (389)
vyjadrujici distributivitu tenzorového sounu.

Prvni véta tenzorové algebry

Kazda bilinearni form& naV'xW' je ukena jednozna¢ ¢isly

b’ = B(v',w"), (390)
kde{v"}, resp.{w"} oznauje dualni bazi.

Dukaz

B(Za'iv”,Z,BjW'j):Za’i,Bj B(v wi ). (391)
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Véta o transformaci tenzoru

Vyjadtime-li tenzorT v novych bazica,} ,{vj} ,....{2,} prostofi
U,V, ... ,Z a matice pechodu od nevinkovanych bazi k vinkovanym
ozn&ime U,V,... .Z, .

(392)
(z.2)=(2...3) Z
potom slozky tenzord zapsaného v novych bazich
T=> (0,00,0--0z,)d" (393)
N
|ze v pivodnich bazich vyjai jako
pil-n = Z (ul'vj ﬁ)mfr..ﬁ_ (394)
(... Z
Diikaz
Staii dosadit
0. = Zuiu},
vi:Zvjij, (395)
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a tenzorovw roznasobit s uzitim distributivhinho zakona

T = Z Z(uivaD---Dzn)(uiivji---ﬂ)f“”. (396)

........

Kovariance a kontravariance
Tenzor tvaru

T=) a7 0D 0g0¢&0 0.0 &0
JEDEQ-OEDED-.

(397)

nazyvamem-krat kontravariantnim a-krat kovariantnim tenzorem,
nebo kratce tenzorem typmo, (n).

Zmenme nyni baz{e} a odpovidajicim zpsobem i dudlni bé{ie"}.
Matice C nech’ je matici gechodu od bazée,...,e) k nové bazi
(fi,....f.) 4.

f,=eq’,

. P . (398)
f" :(c‘l)je" =é'd,

S\ : , .

kde(c )j jsou elementy inverzni maticeda elementy
kontragradientni matice

A N T
D:(C‘l) . (399)

Potom se slozky tenzoru sdba druhy indek transformuji podle
schématu

T=a,mele 000 &0 800 8=

. N ~ (400)
=& f Of O0---0f Of“of " O...0f ™,
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kde

im=dd-qdn(e) (). (401)
Symetrizace a antisymetrizace

(Anti)symetrizaci tenzoru se s@anicemic; , nazveme tenzor

. Sp
(an“) SYM  wGim = nl ((_ :D )CP(i),P(j),...,P(m) ’ (402)

kde gitdme ges vSechny permutad® mnoziny pismen pro indexy
{i,i,....p} aoperéator paritj—l)s" piSeme jen proifpad
antisymetrizace.

Indexy, podle nichz (aniti)symetrizujeme, budemdaia odliSovat
zavorkami, dle schématu

Syrn(ltijklmn = tj(kl)mn !

| | | (403)
antisymyty ., = tj(kl Jmn

FaktoriI je volen tak, aby dvoji provedeni (anti)symetrizaalo
n!

totéZ co provedeni jediné. (Anti)symetrizaci tatigkame
(anti)symetricky tenzor, to jest takovy, ze prod@iz permutacP
plati

Gi..m :((_1)Sp)Ca(i),e(n,...,e(m)- (404)

Multilinearni formuf nazveme (anti)symetrickou, pokud pro vSechny
n-tice vektoti z E plati vztah

(Ve Vo) = (D% ) £ (Vo voos Ve ) (405)

94



Symetrizovany tenzorovy sodin

Symetrizovanym tenzorovym séintem E © E rozumime mnozinu
vSech kombinaci symetrizovanych tenztypu v © w. Abstraktrt I1ze
E © E definovat jako faktorizaci prostortd [1 E podle podprostoru
generovaného vsemi prvky tvamidw -w [ v.

Antisymetrizovany tenzorovy sowin
Antisymetrizovanym (Grassmannovym) tenzorovymégoem EOE

rozumime mnozinu vSech kombinaci antisymetrizovangazot
typuv Ow.

Hermann Gunther Grassmann (1809 — 1877)

Abstraktré tento prostor definujeme jako faktorizaci prostero V
podle jeho podprostoru generovaného prvky

edf+f0e, (406)

¢imz ve faktorizaci ztotaiujeme tenzoned f af Oe.
Obecrji, prostor

O™(E)=EO,--O,E (407)

definujeme jako faktorizadt U --- [0 E podle prostori,
generovaneho tenzory typu
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ele0--0g-(-1)*0¢gy0 g,0-0 g, (408)
kde P je permutace na indexové mnaZ{d,...,m} . PisluSnouttidu
el --Oe +Z (409)
ozna&ujeme symbolem

e0--0e,. (410)
Definice rozloziteIného tenzoru

TenzorT OV OW nazveme rozloZzitelnym, pokud je tvavid w.
Vektoryv, w jsou ugeny az na to, ze Ize jeden z nich &yida druhy

vynasobit gjakym ¢islem A jednoznang.
Specieli, tenzorT 0O"(E) je rozloZitelnym, existuiji-li vektory

V,,...,V, takové, ZeT =v,0...Ov,.

Defice symetrické algebry prostoru

Formalni direktni satet (kartézsky saiin prostofi se gitanim
definovanym po komponentach)

ROEO(Eo BO(Eo EO BO-- (411)

nazyvame symetrickou algebrou prostarisymetricka algebra je
vzdy nekonéncrozmernym prostorem.

Definice antisymetrické algebry prostoru

Antisymetrickou algebrou prostoEirozumime direktni saet

O(E)=ROEO(EOBO---00"( B. (412)
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Pro konéngroznerny prostorE" je € 0...0€, bazi prostori0*(E),
.

dim O(E") = kZ:;olim o*(E") = Z@ = Zm =2

k=0 k=0

(413)
Exponenciela vektoroveho prostoru
Direktni souet
exp(E):RDlEDi( E® E)D—l(EO Eo BO-- (414)
1! 2! 3!

nazveme exponencielou vektorového prostarBrvky této algebry
|ze interpretovat jako formalni mocniniedy nackE.
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